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* Sentido antihorario
* mla: (+)

—————— -

* Sentido horario
*msf (=)

: Posicion inicial [lado inicial]
: Posicidn final [lado final]

O : Vértice del dngulo generado
o A B : Angulos trigonométricos

bunidades: 1' : minuto sexagesimal
1" : segundo sexagesimal

' nidades 1™ : minuto centesimal
1* : segundo centesimal
lo:

Ies aproximados de n:

= 3,1416; n:%-z-; n=3+2

Se cumple:

o €] Rrad

Siendo:

S: Numero de grados sexagesimales del dngulo 6.
C: Ntimero de grados centesimales del dngulo 6.
R: Ntmero de radianes del dngulo 0.

Luego se cumple:

También: {S:Qk ;. C=10K : R:E’ﬂa‘

SimfL:+=>C>S>R Sims:—=R>8>C

LEFLES [ DF (T TSR e T

ms s° ak Rrad
#de grados S C R
#de minutos 605 100C
#de segundos 36005 10000C

Notacion:

* Suplemento («) gﬁg_ i]);
(8%, C¥, R rad) (n— R) rad
(90-8)°
* Complemento (o) (100 - C)#

(S°, C&, R rad) -
(5‘“]““
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Se cumple:

0<6=<2n

Se cumple:

Donde: a: Longitud del arco AB
il b : Longitud del arco CD
| h : La distancia AD 6 CB

Se cumple:

D

También:

OBSERVACION &

A: Area del sector circular

1) Cuando la rueda gira:
(\ @ 3

-
2) Cuando la rueda se desplaza sin
resbalar:

Donde:
n : Numero de vueltas que da la rueda ol
desplazarse desde A haciaB.

L. : Longitud recorrida por el centro de [y
rueda.

T : Radiodelarueda.

8 : Numero de radianes del angulo central.
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Buperficie Curva:

‘i | Superficie Convexa

Donde:
0, ymy

B,yn,

: Angulo de giro y el mimero de

vueltas de larueda (r;)

: Angulo de giro y el mimero de

vueltas de la rueda (r,)

Donde:
B, yn,:

0,yn,:

Angulo de giro y nimero de
vueltas de larueda (r;)
Angulo de giro y ntimero de
vueltas delarueda (r,)

e
i |
o
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Teorema de Pitdgoras
B T R

c Angulos
4 Complementarios

Las razones trigonométricas de un dngulo agudo
se define:

Calcularemos las razones trigonométricas de los
siguientes angulos notables y aproximados:

8
5
g

2o |wiw (8w |wlis julw|uls e

wit bl || |l s uvilw

s Reciprocan

Se cumple:

(S10)

45

i VE 2a I
a
45° 30°
= a3
750
(6 —2)a
50
(/6 +v2)a

2

eoo ED/ To
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5 53°
7a 5
4 A&7 _
24a 4a o
a/10
d_-118°30 &
7a 3a o

LINEA HORIZONTAL

a: Angulo de elevacién

LINEA HORIZONTAL

OBSERVADOR

ks i

" Angulo de d

i = Lo
—l T

La grafica muestra el dngulo de observacién “g”
con la cual la persona “ve” al drbol.
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|
| NORTE ¥ ¥
, ! > 1 Y) nc (el
| i Senacsc TodasR.T.
| i B (+) son (+)
: (EESTE | ES’I;E‘. 5—? 3’ - o y B son coterminales =%
[¢} mic wc
. tan A cot cos A sec
; ;nel (+) +)
o g>0raellC e B=>0npe lllC B
¥ SUR . (C: cuadrante)

1300@% 3
I\

270°

Para adngulos positivos ¥y menores que i
vuelta,

n.d. (no definido)
También:

(i e m o n i)

abscisa del 5ng1:]o $en o5 tam cot Sec csc
- . (4k+1DE
+ ordenada del angulo . 2
| Engenenl: ked - 1 : radio vector del dngulo (r > 0)
(Zk + Dn 21( T
(=) o & 6 .nl i nj
¢ S€N Cos tan cot sec csc
it
~ El rumbo de “A" con respecto a “P” es ¢” al )
! ‘este del norte. e T
(4k +3)—
- Ladireccion de “A” con respecto a “P” es No’E B
| (norte o este). *keZ
| *i =1, n: no definido
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| CASO PARTICULAR: o A f: son angulos en 1. SENO

| posicién estandar y también son coterminales 6 ne AY AL ¥

I . ‘;_LC M1 (xl; Yl) sy =¥
| senfl, =y,

i
}_
1

My (%55 ¥p)

Elementos de la C.T:

1; 0) : origen de arcos o tangentes En general:
1(0; 1) : origen de complementos o cotangentes PN _
A'(-1; 0): origen de suplementos 3. COSENO

(U; 0) : origen de secantes y cosecantes

-
# Reduccién para 4ngulos relacionados. < EE ‘ée tcf:;:li;ze;tes .
: eje de 1= X
Considerando a “8” como un dngulo agudo, _ cost, = X,
i) Sitx+y=180°
tenemos: |
Se cumple: YA A
': v A % )
I L
T Nz(xzi Yz)
90°+8
180°-0 0 .
2 En general:
nc | Ic f
- i) Si:A+B=270° E
mc | IVC = Se cumple: Q 3. TANGENRTE I
| A
{ 180°40 270°+0 }  ~ [b: son arcos en posicion estdndar i
- o - A= 1t
270°-8 R RIEEEESZEELE
{ o
' EnlaCT
| i ul A -
iii) Si: o+ p = 360° tan g] =
f Se cumple: tanty =y,
|i - Tz(li )’2)
3t
.| 2
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(cos , sen o)
o

N I. IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS
s RECIPROCAS:

'1’{005 b, sen ¢)

En general:

5. (cos o, sen ) "
ol o II. IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

POR COCIENTE:

] X

-

/(cos o,-sen o)

5,395 0) III. IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

PITAGORICAS:
sen”0=1—cos?0
cos® 0=1-sen?0
tan® 0 =sec? 0 -1
En general: | sec? 0~ tan’0 =1
2 2
> t“B=csc*B-1
vaek X £ 3

. {csczﬁumtzEJ:l

6. COSECANTE Y/ (~cos 0, —sen 6)

G
A
X
= (cos o, sen o)
5 o
csely =y
o =¥ i
* Ngoy %=
G
En general: |
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Si: asenx+bcosx=c
donde: a®+Db* =¢*

a b
SENX == A COSX=—
c c

o ED/ To
QO
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Despejando:

PROPIEDADES:

Sia+p+0=nn;nek

d*

En forma general si n y m son numeros
enteros positivos, tal que al menos uno de
ellos es impar se cumple:

#* En el caso de que m y n sean niimeros pares
positivos, se cumple que:




c) SiA+B+C+D=3

OBSERVACION,

Despejando:
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Series de senos y cosenos

I) Sumas de senos cuyos dngulos se
encuentran en progresion aritmética.

Donde: p:Primerdngulo n: N de términos
u ; Ultimo dngulo 1 : Razén

II) En forma similar la suma de cosenos cuyos
dngulos se encuentran en progresion
aritmética,

¥ = senx (senoide)

:
1
13z A2n  |5¢
‘2 2
T=2n
Anaélisis del grafico:
Domino : DfeR
Rango : Rfe[-1;1]l=>-1<senx<1
Periodo T==2n

Es una funcién impar : sen(—x) = — sen x

214
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¥ = cosx (cosenoide)

v
1
v
i
1
1
]
1
1
[l
1
1
1
1

[
A
ol
=
o
=
B
Ed

sis del grafico:

i DfeR
Rfe[-1;1]=-1<cosx=1
riodo : T=2n

s una funcién par: cos(—x) = cos x

y = tanx (tangentoide)

Grafica: ¥ i
¥ = cotx (cotangentoide)

Analisis del grafico:

Dominio : Dfe B-{nm;ne R}
Rango : RfelR
Periodo : T=n

Es una funcién impar : cot(—x) = —cotx

2n

&

]
1
'
1
Ll
]
1
1
(]
1
1
'
1
[
1

&l

Analisis del grafico:
minio : DfeR—{(2n+1}§;ne]R}

lango : RfelR
riogdo : T=n
una funcién impar: tan (—x) = —tan x

u
]
-

T=2n
Analisis del grafico:
Dominio : Df en—{(znn)g ;neR}
Rango REeR-(-1;1)
= secX € {—o0; =11 U [1; + )
Periodo T=2n

Es una funcién par: sec(—x) = secx

B
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¥ = csex (cosecantoide)

'
0
'
v
'
'
'
]
1
r
1
1

I

2
w
=

n %

]
)
1
it
'
i
L
]
!

L
1
'
i
]
'
"
"

T=2n
Anilisis del grafico:
Dominic : Dfe R—{ar; ne R}

Rango : RfeR-(-1;1)
= csex € {—0; 1] U [1; +o0)

Periodo : T=2n
Fs una funcién impar: csc(—x) = —csc x

Seala funcién:

para calcular su periodo (T) intervienen las
constantesnyk.

i) SiET.:sen, cos, S€c, €sc

* paranimpar:

* paran par:

ii) SiFT:tan,cot

# para n par 6 impar:

=senx _E-E} ]
y [ 2’ 2 [ » I
¥ =cosx [0; =] [-1; 1]
L
¥ = cotx {0; ) R
=W n :
= v gl o SRR S
¥y =secx |: ,2>U<2s ] ( !
Tt T
= (£8C 3 - 0juto; = | | R={-1;1)
Vo= CSC X [ ) > < 2} { )
Notacion:

Si: f.t(@)=N=

Se lee: 0 es un arco cuya funcion trigonomeétrica
esN

Dominio:[-1;1]  Rango: [—%; -

Funcidn creciente impar

 TRIGONOMETRIA

eoo EDIT,
SIMODO %

f= {(x; v)e ]RZ/y= arccosx ; xe[-1; 1]}
Dominio:[-1;1]  Rango: [0; ]
Funcidn decreciente

LY

I

y=arccosx
e

=] 1

SION ARCO TANGENTE
f-"-{(X;Y}Eszy:arctanx : XER}

- ooy
Dominio : R Rango.( 2,2>

Funcién creciente e impar

AY

f={{x;y)eR2/y=arccotx ; xe]R}

Dominio : B Rango: (0;7)
Funcion decreciente
AY

Wi o8 e Tk e e e
\ = :

n y=arccotx

2
= X

f={(x; y)e]RZ/y=attSecx; xeR-(-1; 1)}
Dominio : {03 —1]W[1; +o)
Rango: [0; g>u(g;n}

Funcién creciente
LY

_/ """ R

f={esy) eRY/y = arccsex; xeR~(-1; 1) }

Dominio : {~w; —~1]w[1; +o)

b 1095

Funcién decreciente e impar

217
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Argumento de la ETE

Donde:
F.T : Operador trigonométrico

x @ Variable angular

a, b : Constante reales, a # 0

N : Constante real el cual pertenece al
rango de la funcién trigonométrici

Sea: ET (ax + b) = N

1. PARA EL SENO » COSECANTE:

Si:

senx=N; = x:kn+(—1]"\fp ke?Z

escx =N, =

x=kn+ (—1)kvp

Donde: Vp = arcsenN,;

V, =arcese N,

2. PARA EL COSENO ~ SECANTE:
Si:

cosx=N; = x=2knin keZ

secx =N, = x=2k1:in

IIGONOMETRIA

o EDITO
.‘\0 %
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- Donde: V, =arccosN;

Vp =arcsecN,

3. PARA LA TANGENTE A COTANGENTE:
S5

tanx=N; = |x=kn+V, | keZ

cotx =N, =

x=k_1:+\rp

Donde:  V, =arctanN,

V, =arccotN,

Es el conjunto de todos los valores que asume
la variable angular.

Es el menor valor no negativo que asume la

variable angular.

hﬁ NOTA
K

-

Ecuaciones trigonomeétricas elementales
usuales y sus respectivas soluciones

generales (k € Z)

. senx=0 = x=kn

II. senx=1 =>x=(4k+1)g
T

III. senx = -1 = ;;:(A,k_l)E

| ™ cosx=0 ::tx=(2k+‘1)§
jb Vo cosx—ill =Six=0%n

VI cosx=-1= x= 2k + D=x

By

Con el Circunradio
A
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B

2p=a+b+c
[2p: Perfmetro del A A]

p: Semiperimetro del
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8 Anéalogamente:
2p: Perimetro de un tridngulo, B

R: Circunradio

r: Inradio A
I r,, I, ¥ T, = Exradio

Como: B+D=180° — cosD=-cosB

‘Como: A+C=180° — cosC=—cosA
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G s
: —4+—=00°
Como 5 + > 9

= SEIIE—IZDSé
Gagsai

Como: +—==90°

o |

D
2
—

D B
sen— = cos—
2

C

A+C=180°—)cosA+C=cos9D“:u

Donde: P es semiperimetro del cuadrildtero

 TRIGONOMETRIA

o0 EDI‘?‘O
SIMODO %

i
B¢ D= 1807 cos

=c0590°=0

FORMULA DE BRAMAGUPTHA

=sen90°=1

A+C=180°—)senA;C

B+D

B+D=180°— sen

l

=sen90°=1

B 0 A
RN
_JE L1
Donde:
0 : origen

1 : eslacoordenada del punto A

—J2 : eslacoordenada del punto B

Segundo 3t Primer
Cuadrante Cuadrante
(1e) 21 (ic)

1+
pum i e
-3 -2 -1 j01 2 3
-1+
Tercer L5} Cuarto
Cuadrante Cuadrante
(HIC) -3t (Ive)

Donde: 0 : origen de coordenadas

X : ejeabscisas

vy : ejede ordenadas

¥y
{11 & e~ i +P(a; b)
1
1
I
1
n
0 a i
Donde: a : abscisa de P

b : ordenada de P
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P(xy; ¥,)

Qx5 ¥5)

i P(xy; vy
n
M(x; y)
m

Qlxy; vy)

P v1)
M 1 Y1

Q% ¥2)

l ;

Al vy Clxs; v3)

Sea: G(x; ¥)

Alxy; yy)

B(x,; v5)

Pl(x1; Yl)

P vo)

¥1-%3 XZXYZ X.¥2
¥a: X3 Xg™ “¥a X5 ¥3

00 ED.i"ro
CARODO 7

 TRIGONOMETRIA

PRO:. ADES:

i) Si (AP + PB) es minimo se cumple si y solo

sie=[
y
B
A
o B
ol P R
i) Paralelogramo
B(xy; yo) Clxs; ¥3)
 / W
Al yy) D(x,; v,)

¥
L0,
| B ok
0<0, <180°
0<89, < 180°
(m)

Se define:

~ 0 —)_L

YA =
p AL
(%03 yo)
ul =

0 y T
)
/

Donde: m : Pendiente
(%4:¥g) : Punto conocido
(x;¥) : puntode paso  punto mévil
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Bl oesERVACION

! Y P(xg; ¥o)
_L\\ d Como:
T Ax+By (o0

7 0| X

_L;:Ax+By+lJ| ]

Ty :Ax+By+C, 00

p.&

T{ (AX+By+GC =0
fé A +By+Cy =0

LBALB;::
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e C:Centro
« r: Radio

D? +E*—4F
o (A

2. Distancia Mdxima y Minima a la
Circunferencia.

PM: Distancia minima a la &
PQ: Distancia maxima a la &’
r: radio.

3. Circunferencias Ortogonales.

Eje Focal 6
Eje de Simetria

Foco “F”

Es el punto fijo de la parabola.

TRIGONOMETRIA
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e Vértice “V”

Es el punto medio del segmento que une la
directriz y el foco.

¢+ Ejefocal L,

Eslarecta perpendicular a la directriz L.

s Cuerdafocal MN

Es el segmento que une dos puntos de la
pardbola y que pasa por el foco.

Radio vector EF
Es el segmento que une un punto de la
pardbolaEyel foco E

» Ladorecto LR

Esla cuerda focal perpendicular al eje focal.

e Parametro: p

i

Distancia dirigida del vértice al foco.

+ Excentricidad: e

Es la razon constante entre la distancia de
un punte al foeo y la distancia de dicho
punto a la direetriz.

\) FORMA CANONICA: V(0; 0)

Sip > 0,1apardbola se abre haciala derecha.

A YA

F(p; 0)

Sip < 0,lapardbolase abre hacia laizquierda
YA &

V

F(p; 0)

B) FORMA ORDINARIA: V(h; k)
Sip > 0, la pardbola se abre haciala derecha.

YA A

A
M|

(=}
=Y

Y Lix=h-p

S5i p < 0, la pardbola se abre hacia la

izquierda |
Y4 A Lix=h-p
—
o | [] -
= : v =
F(h+p; k) k)
-"".1 =
0 X

231
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A) FORMA CANONICA: V(0; 0)

Si p > 0,lapardbola se abre hacia arriba.
Y1l

F(p; 0)

|
T

-
X

-
L

Si p <0, lapardbola se abre hacia abajo.

YA

AL

B) FORMA ORDINARIA: V(h; k)

Si p > 0,laparabola se abre hacia arriba,
¥i A

F(h; k+p)

Si p < 0,lapardbola se abre hacia abajo.

=¥

La ecuacién representa a una pardbola
cumple las siguientes condiciones:

A)

Si el eje de la pardbola es paralelo 0
coincidente al eje x, sisolosi A = ()]
B=0; C#0.Entonces la ecuacion se
puede expresaren la forma.

Si el eje de la pardbola es paralelo o
coincidente al eje y sisolosi A» ()
B =0; D=0. Entonces la ecuacion s¢
puede expresar en la forma.

 TRIGONOMETRIA
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Lp, ¥ Lp,: Directrices

Ly : Eje focal
Ly : Eje normal
C : Centro

Vi y Vy @ Vértices
F, yF, :Focos
DD’ : Didmetro

ViV,  :Eje mayor
BB,  :Eje menor

} LR : Lado recto
EE! : Cuerda focal

PE, PF, :Radio vector

EF, : Segmenm:focal

Luego:

C
Como: c<a — = =1

y il
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B) FORMA ORDINARIA

Circunferencia " B) "

Ly Ly

C) FORMA GENERAL:

(AC > 0)

B} FORMA ORDINARIA
v

=

Ay

AY
RS o (RS S LEH

e
Como: c>a — ; o |

Luego:

L]

[ O
=

/;
{3

—_ra LDz

LDl ¥ LD2 : Directrices
Lp : Eje focal
Iy : Eje normal

¥i

Ly, YLy, Asintotas
C : Centro
V, ¥V, : Vértices

| F, y E, :Focos

| LR : Lado recto

|' EE'  :Cuerda focal

I V,V,  :Eje transverso

| C) FORMA GENERAL =

I | B,B, :Eje conjugado

\ (aC>0) FE, : Segmento focal
| 234
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B) FORMA ORDINARIA
¥ 1

Si se tiene la ecuacion general de segundo
grado:

AX? 4 BXY + CY* + DX +EY +F =0
Si se conoce un punto Py (Xg; ¥} sobre ln

curva (Py cumple con su ecuacion) entonces
la ecuaci6n de la recta tangente L tangente

alacurvaen Py (Xy; ¥) tiene la forma:

-
También:
Sitenemos la ecuacion de la curva:
A 4+ BXY + CY? + DX+ EY + F = (
‘ylaecuacion delarecta:
AX+BY+C =0
Aligualarlas dos ecuaciones se obtiene:
ax’ +bx+c= 0, y se verifica:

i) b? - 4ac = 0 (es una recta tangente a i
curva, Ly).

ii) b - 4ac > 0 (es una recta secante a |1
curva, L)

iii) b? — 4ac < 0 (es una recta exterior a lu

curva, Lg)
gl Ly

TRIGONOMETRIA
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Considerando los niimeros complejos

| Z= @b AZ=(d

Se definen:
tZ,=(@b)+(gd=@+gb+d
Zy . Z,= (a;b) . (c; d) = (ac - bd; ad + be)

\ Eje Imaginario
151 R LZ=(a;b)
R - S
polc/ & Eje Real
Luego: Z=(a;b) = a+ib
el
Representacion

cartesiana de un
niimero complejo

- Considerando el complejo Z = (a; b) / Z =0,
tenemos:

b EjeImaginario

Im(Z)

Z=(a;b)=a+ib

0
™ __ Eje Real
Re(Z)

fL Y e

|
Z = r(cosb + isend), es la forma polar o
trigonométrica del nimero complejo Z

La expresion cos@ + isenf se puede

escribir abreviadamente como cis@, esta
forma de abreviatura se lee como cis de 0.

El matemédtico EULER expresé al nimero
complejo Z = r(cosd + i send)

Donde e = 2,71828 .... base de los logaritmos
naturales

Entonces:  Z = re = r(cos0 + isend)

Por leyes de exponentes sabemos:

(e = e*

Luego usando (*) tenemos:

nef

Por lo tanto:

Si: Z = r(cosd + isen0)

;ned

Esta tiltima igualdad se conoce como el
teorema de D’ Moivre

—E-
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Sean Z; y Z, dos niimeros completos cuyas

formas polares son:

Z, =r(cos0, +isend,)
1 =|Zy|; 0; =arg(Z;)
Z, =r,(cosB, +isenf,)
donde: 1, =|Zy|; 0, =arg(Z,)

Entonces:

donde: arg(Z,Z,) = arg(Z,)+arg(Z,)

2 _ T [cos(8, —0,) + isen(®, —6,)]
Z; o

donde : arg(z—1
Zy

] i arg(le = arg(zz'_).

1. 2,2, =1, [cos(0, +0,) +isen(8; +6,)]

'DEFINICION 1

-

Donde x—»a’ esequivalentea: x> a

DEFINICION 2

Donde x—» a~ esequivalentea: x <a

F:REoR/y=F); xeDg
G:R>R/y=G(x); xeDg

yla constante “k”, tenemos:

Consideremos a las funciones F y G definidas por:

TRIGONOMETRIA

00 Emr
°mono%

1) FORMA %

2) FORMA 17

Donde: Dy < Dy
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1) EXTREMOS RELATIVOS
(Maximos y Minimos)

il B F"(x(:}) < 0, entonces F(x) es

mAximo en x = x;

1.2) SiF'(xy) > 0, entonces F(x) es minimo

en X=X,

2) CALCULO DE LIMITES
(L* Hospitall — Bernoulli)

Recordar la primera derivada:
dy
i e A
i (x)
Luego para las funciones trigonométricas
inversas:

A 1

— (areseex) =

dx }x|-;x2-1
3

—(arcesex) = —
& 1% sz =1

u es una funcién diferenciable de x:

e

a;{ﬂl"_li&u'l s

g e
i
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-

1
1
0 h
0’: Nuevo origen (h; k)

Del grafico se tiene:

En forma equivalente:

o : énguloderotacion

r : Radiovector
P(x;y) : CoordenadasdeP enelsistemaxy
P'(x;y) : Coordenadas deP' en el sistema x'y'

Se cumple luego de una rotacion de ejes:

En forma equivalente:

La ecuacion completa de segundo grado es de
la forma:

Donde los coeficientes A, B y C no pueden ser
igual a cero a la vez. Usando una rotacion de ejes,
se prueba que una ecuacion de segundo grado
con B # 0, puede reducirse a otra endonde B = 0.

Dos rectas paralelas
B2 _ 4AC = 0| Parébola | Dos rectas coincidentes
Ningiin lugar geométrico

Un punto

5 y
B? —4AC<0| Elipse Ningtin lugar geométrico

B2 —4AC > 0| Hipérbola | Dos rectas que se cortan

241
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1. POSICION DE UN PUNTO EN COORDE-
MADAS POLARES

Eje E(Eje Normal)

(Polo) O Eje P;lar
X

La medida de 0 esta dado en radianes.

2. EXTENSION DE LA REPRESENTACION

P(x, 6)

O (POLO)

Q=1 0)

Si 0 se mide en sentido horario. 6 < 0.

{Si 0 se mide en sentido antihorario. 8 > 0.

Si P coincide con el extremo final del radio
vector, r = 0.
Si Q estd en la prolongacion del radio vector,

r < 0 (es decir sobre el rayo 6 + n)

r=0 < elpuntoesel polo.
El polo tiene coordenadas (0, 0), 0 € R,

SiP (1, 0) es un punto, entonees ((— 1)" 1,
0 + nn), n € Z también son coordenadas

del mismo punto B

P=(xy) =00

X
(EJE POLAR)

il m

a) DE POLARES A CARTESIANAS
Xx=rcosb
y=rsenb

Estas ecuaciones son validas para todo r e I,
yasear=0 v r=0.

DE CARTESIANAS A POLARES
% +y2 =rt 5 r=:i:\|':lc2 +y2
tanf = —

X

La tltima ecuacion posee dos soluciones
en [0, 2n) si 8 es el dngulo acorde a la
posicién del punto.

= r=4yx?+y?

Si 0 se considera el otro valor

= r=—Jx’+y?

TRIGONOMETRIA
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1. EXTENSION DE UNA GRAFICA POLAR

La extension estd determinada por una
constante positiva M tal que: |r| < M
W 1y 0; lo que representa el hecho de que
la gréfica estd encerrada dentro de una
circunferencia de radio M centrada en el
origen.

2. SIMETRIAS EN EL PLANO POLAR

1) CON RESPECTO AL EJE POLAR
(EJE X, RECTA 0 = 0)

Ocurre cuando la ecuacién obtenida no
varia al reemplazar:

*(0 por —8) o

*((r por —1) y (8 por n—6)).

(r, 0)

P'(r,—0)=(-r, n—9)

1) CON RESPECTO AL EJE NORMAL

[EIEY. RECTA 0 = g)

Ocurre cuando la ecuacién obtenida no
varfa al reemplazar:

*(@Bporn—0) o *(rpor—r y 0por—#).

P'=(r,n—0)=(-r,-0)

Iif) CON RESPECTO AL POLO {ORIGEN)
Ocurre sila expresion de la ecuacién no cambia

cuando hacemos:
*fOporn+8 o *rpor—r

En los tres casos de simetria expuestos

anteriormente, basta con que una de las
dos condiciones en asterisco se cumpla
para afirmar la simetria analizada.

e TEmt LR LT

3. RECTAS TANGENTES EN EL POLO
Son rectas que pasan por el origen, cuya
forma general es: 6 = 6k constantes, las
que se hallan haciendo r = 0 en la ecua-
cién polar, como veremos més adelante,
y resolviendo para 6. Por ejemplo, en la

grafica de:
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r=2cosd & r=2rcosd
‘ Cty=% = &-1D*+y’=1

‘ La direccién de las rectas tangentes se ob-

tiene haciendo r = 0 en la ecuacion y re-
‘ solviendo luego para 6:

‘ 0=2c0s0 <> cosf=0 = {9:%,9:-—
Estas dos tltimas ecuaciones para B representan
‘ ala misma recta: el eje normal Y.

a=ZAF

%
2

4, INTERCEPTOS CON LOS EJES PRIN
‘ CIPALES

|

I a) CON EL EJE POLAR

i. Sehacef=nm,ne Zysehallar
l

b) CON EL EJE NORMAL

| Sehace9=g+nn, neZysehallar

¢) CON EL POLO
Sehacer=0ysehallaalgiinf e .

Con todo lo anterior, podemos graficar curvas

que describen una ecuacién polar.

Es la regién de la superficie de una esfera
limitada por los arcos de tres circunferencias
maximas, que se cortan dos a dos.

»

Los elementos de una triangulo esférico ABC son

sus tres lados a, b, ¢ (se miden en unidades

angulares) y sus tres angulosA,ByC

Observe que las caras del dngulo triedro son las
medidas de los lados del tridngulo esférico y los
dngulos diedros del triedro son los dngulos
esféricos de ABC.

*

Cualquier lado de un tridngulo esférico es
menor que la suma de los otros dos y mayor
que la diferencia de éstos.

TRIGONOMETRIA
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*

La suma de los lados de un tridngulo
esférico es mayor que 0° y menor que 360°,

* La suma de los dngulos de un tridngulo
esférico es mayor que 180°y menor que 540°

El exceso esférico de un wridngulo esférico,
denotado con la letra E, es el valor angular en el
cual la suma de los 4ngulos del tridngulo esférico
excedea180°.

Férmula de L” Huillier y Serret

Siendo p semiperimetro del triangulo esférico
ABC, entonces:
_atb+e

2

El drea de un tridngulo esférico es el drea de la
superficie de la esfera, el cual se obtiene al
multiplicar el cuadrado del radio con el exceso
esférico.

= B

A c
b
Siendo:
E: Exceso esférico expresado en radianes.
R:Radio de laesfera, i

El triangulo polar de un tridngulo esférico es otro
tridngulo esférico que se obtiene por arcos de
circunferencia méximas cuyos polos son los
vértices del tridngulo dado.

* A'es el polo del lado a.
* B' es el polo del lado b,

Se llama un tridngulo esférico rectdngulo a un
tridngulo esférico tal que uno o més de sus
angulos sea recto. En el tridangulo ABC rectoen C,
se cumplen las diez relaciones fundamentales

siguientes:
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1. sena=senAsenC
2 tana=tanAsenb
3 tana=cosBtanc
4, cosc=cosacosh
5 cosA=senBcosa
6. senb=senBsenc
7. tanb=tan Bsena
8 tanb=cosAtanc
9, cosec=cotAcotB
10.cos B = sen Acos b

Q] OBSERVACIGNT

Un tridngulo esférico rectdngulo puede
ser de uno, dos o tres dngulos rectos,
Veamos:

Triangulo
Rectangulo

Btrrectangmo

Triangulo
Trirrectangulo

REGLA 1:
El seno de cualquier elemento es igual al producto
de las tangentes de los elementos adyacentes.

Ejemplo:
sen (90° — A) = tan (90°-C).tan b
cos A =cotc,tanb
REGLA2:

El seno de cualquier elemento es igual al producto
delos cosenos de los elementos opuestos
Ejemplo:
sen b = cos (90° -
senb=senB.senc

B). cos (90° —¢)

Un tridngulo esférico oblicudngulo es un

tridngulo esférico, tal que ninguno de sus
un triangulo esférico
oblicudngulo estd definido cuando se conocen
tres elementos cualesquiera (excepto los casos
de ambigiiedad). Para resolver estos tridngulos
se estudian las siguientes leyes:

angules son rectos,

G

A B

Ley de Senos
En todo tridngulo esférico ABC se cumple:

sena
senA Saan semC

Ley de Cosenos para Angulos

cosa = cosbeos c%senbsmwcéﬁéh :
cosb =cosceosa + seﬂesma@es‘ﬁ
cos

i

c= cosacosh + sen asenbcosC

Ley de Cosenos para Angulos

cosA =—cosBcosC+ senBsenCeosa
cosB = —cosCcos A +senCsenAcosh
c0sC = —cos A cosB+senAsenBosc




