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[7H: Se lee plano H

Esteremetria: Rectas y Planos

'; scordemos que los entes geométricos — Los puntos de un conjunto estdn
: ’ . \indamentales son el punto, la recta y el plano. alineados o son colineales, si hay una
: AIlnglO Dle dl‘O " ito la recta como el plano son conjuntos de recta que los contiene a todos.
| i yel c}onjunto de todos los puntos es el O o
AngulO TI'lEdI'O e coplanarios, si hay un plano que los
| contiene a todos.

Poliedros _
atension indefinida y sin limites conocidos, que

medio en el cual se hallan cuantas cosas
visten en el universo y tiene naturaleza material.

Poliedros Regulares

o=0pTOm OmMD

Una recta “r" de un plano H separa este plano en
dos conjuntos de puntos H; y Hytales que:

o=0pu0m OmO

i Prisma T ' 2 HnH,=0

'. i superficie plana o simplemente plano es !

el s, CAl = ] b) H, yH,son convexos
h ]|1_| A . ella superficie tal que contiene integramente )

l Pll'amlde la recta determinada por dos puntos | © SiAeH;yBeH,

ssquiera de dicha superficie. La superficie de = AB intersecaa 't
as tranquilas, la de los espejos, la de las
irras bien pulimentadas, etc; nos dan  una
proximada de una porcién de superficie
lana. Y si la imaginamos extendida indefinida-
snite en todas direcciones, tenemos la idea de
1o geomeétrico.

Cilindro Circular Recto

Cono Circular Recto

v .
la nocién dada se deduce que el plano es

Esfera, Superficie Esférica y sus Partes

nitado, pero en los dibujos se representa por
lio de figuras limitadas, como regiones
iligonales, circulares, etc. Frecuentemente se

Conjunto Convexo

Cada uno de los conjuntos H; y H, se denominan

; : g semiplano.
zan regiones paralelogramicas.

Geometria Descriptiva

La recta “r” se llama arista u origen de cada uno

-_i-- cion:
] de los semiplanos.

i planos se designan con una sola letra

wiiscula y cuando sea necesario, para evitar ]
5 H, yH, se llaman semiplanos opuestos.

usiones, con dos o mds.
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2. Dos rectas que se intersecan determinan un
tinico plano, al cual pertenecen.

Un plano H del espacio tridimensional separa a
este especio en dos conjuntos de puntos E; y E,

tales que:
a) E;nE,=02
b) E,yE,sonconvexos
c) SiAcE,yBekE,
— AB intersecaal plano H

m y n determinan el plano Q

Finalmente diremos que un plano qued:
determinado por dos rectas paralelas. Desde
luego dos rectas paralelas estdn siempre
situadas por definicién en un mismo plano.
Este es el tinico plano que las contiene, puesto
que no hay més que un plano que pase por li
primeray un punto de la segunda.

“Dos rectas paralelas determinan un tnico
plano, al cual pertenecen”.

Cada uno de los conjuntos E; y E, se llama

semiespacio. el plano H se denomina cara de
cada uno de los semiespacios.

Sia // b ellas determinan el plano R

Postulado: Tres puntos no colineales
determinan un tinico plano al cual pertenecen.

Si A, By C son puntos no colineales, entonces: A,
By Cdeterminan el plano H.

Dados dos planos del espacio:

a) Son secantes, si tienen una recta en comtli,
es decir, la interseccién de dos planon
secantes es unarecta.

De este postulado se desprende los siguientes
teoremas:

1. Una recta es un punto exterior a ella deter-
minan un tinico plano, al cual pertenecen.

MRy & 5; secanlcy
= @R @S = (Al

A y 'n determinan el plano P
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b) Sonparalelos, sino se intersecan.

Si @R // @S
= WR~W5=0

idlas una recta y un plano:

4) Larecta esta contenida en el plano si tiene
todos sus puntos comunes con €],

$i T < @H
= A;B;C D; ... e @H

) Sonsecantes, sise intersecan en un punto.
L

SiT @ H={P}
= i y & H son secantes

| Sonparalelossino se intersecan.

SiT //@H
=T n@H =@

Dos rectas en el espacio pueden pertenecer a un
mismo plano (rectas coplanarias) o no
pertenecer al mismo plano.

Silas rectas son coplanarias:

a) Sonsecantes, sisuinterseccion es un punto.

b) Son paralelos, sino se intersecan.

P/TePnq=0

Si las rectas no son coplanarias, entonces no se
intersecan. En este caso de denominan rectas
alabeadas o cruzadas.

Asi en la figura T; ¥ .L_z‘ son rectas alabeadas

167 g
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Una recta es paralela a un plano cuando la recta
yel plano no tiene ningin punto en comin.

Para que una recta no contenida en un plano sea

paralela a dicho plano, es condicién necesaria y
suficiente que dicha recta sea paralela a una

recta que esté contenida en el plano.

Sea 'a una recta no contenida en el plano H
Sia/byb @
='a //@H

Si una recta es paralela a un plano, esto
no significa que dicha recta serd paralela
a todas las rectas del plano.

SiT,// @R;T, c @Py
HP A @R={l,)
ST /L
2. Si dos rectas secantes de un plano son

paralelas a otras dos rectas secantes de otio
plano, entonces ambos planos son paralelos

Sia//mydbyT
= EP //@Q

3. Las intersecciones de dos planos paralelos
con un tercer plano, son paralelas.

1. Si una recta es paralela a un plano, todo
plano que pase por al recta y que corte al
primero, le intersecard segin una recta
paralelaalarecta dada.

Si @P // BQ = AB // CD

Es el dngulo determinado por dos rayon
respectivamente paralelos a las rectas dadlay y
cuyo origen es un punto cualquiera del espacio

-3
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\Wl, dadas las rectas alabeadas AB y CD, si
M // AB v W// E: entonces “o” es la
hedida del Angulo entre las rectas que se cruzan
lhy CD.

\| oBSERVACIGN

il angulo entre dos rectas alabeadas
también se obtiene trazando la paralela
~ 4 una de las rectas dadas por un punto
cualquieradela otra.

¢l dngulo entre las rectas que se cruzan

AByCD.

OBSERVAGION

E

En algunos cursos se usa el término
ortogonalidad como sindnimo de
perpendicularidad.

Una recta es perpendicular a un plano si es
perpendicular a todas las rectas contenidas en el
plano. El plano se dice, a su vez, perpendicular a
la recta. El punto de interseccién de la recta
perpendicular y el plano, se denomina pie de la
perpendicular.

Asien la figura el punto “O” es el pie de la recta
perpendicular L.

TJ. &7 H, siempre y cuando:
TJ.?{; TJ_E;; TJ_.ET;;

Si la recta interseca al plano sin serle
perpendicular se llama oblicua al
plano.

Para que una recta sea perpendicular a un plano
es condicién necesaria y suficiente que dicha
recta sea perpendicular a dos rectas secantes del
plano.
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Sean m v n rectas no paralelas del plano H, si

TImyTln =T LNH

La proyeccién ortogonal de un punto sobre un
plano es el pie de la perpendicular trazada de
dicho punto hacia el plano.

La proyeccitn ortogonal de una recta sobre un
plano en el conjunto de puntos del plano que son
las proyecciones de los puntos de la recta sobre
dicho plano.

: Plano de proyeccion

PP : Proyectante
P’ : Proyeccion ortogonal de P sobre & H

A'B' : Proyeccién ortogonal de AB sobre M H

CD' : Proyeccién ortogonal de 'CD sobre @ H

N : Proyeccién ortogonal de "L'sobre @M H

El angulo entre una recta y un plano, es el angulo
que determina la recta con su proyeccion ¢i
dicho plano.

En la figura ..1_..1 es la proyeccion de L sobre el
plano H, luego “0” es la medida del dngulo entiv
larecta L yel planoH.

Si por el pie de una recta perpendicular a 1)
plano se traza otra recta perpendicular a una (¢
las rectas contenida en dicho plano, entoncis
toda recta trazada por el pie de esta tltimarectiy
un punto cualquiera de la recta perpendiculir i
plano serd perpendicular a la recta contenidi o
dicho plano.

{(2da 1)

(T Lan
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tancia entre dos rectas alabeadas es la
itud del segmento perpendicular a ambas
CUyos extremos pertenecen uno a cada

A e
Befa

n ces: AB = d, es la distancia entre 'a’ y?

| calcular la distancia entre dos rectas

das es recomendable fijar un plano

cular a una de las rectas, a éste se le

a plano de proyeccion. Luego la

ia entre las proyecciones de las rectas

obre dicho plano (distancia entre punto y
4 la distancia buscada.

a

Sean'a v B dos rectas alabeadas.

Si P (punto) y ¢ son las proyecciones de :y b
sobre & H. entonces:
PQ = d es la distancia entre & y D

Para calcular la distancia entre dos rectas
alabeadas es recomendable fijar un plano
perpendicular a los planos paralelos que
contienen a estas rectas alabeadas. Dicho plano
serd llamado plano de proyeccién. Luego la
distancia entre las proyecciones de las rectas
dadas sobre dicho plano (distancia entre dos
rectas paralelas) serd la distancia buscada.

Sean a y”E dos rectas alabeadas contenidas en
los planos Py Q (&P // & Q)

Sea Hun plano perpendicular al plano Q.

Simyn (m// n)sonlas proyecciones de

—+ A
a y b sobre &H, entonces:

AB = d, es la distancia entre '@ y b
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Un 4ngulo diedro es la reunion de unarecta y dos
semiplanos no coplanarios que tienen dicha
recta en comun como origen. La recta se llama
arista del diedro y la reunidén de la arista con
cualquiera de los semiplanos, es una cara del
dngulo diedro.

Arista
NOTACION:

Angulo diedro F—AB - H simplemente diedro AB
ZX0Y; angulo plano o rectilineo del dngulo
diedro.

0: medida del dngulo diedro.

Dos planos son perpendiculares si determinan
diedros que mide 90°.

En la figura mostrada si © = 90°, entonces:
oH L oP

Bl oeseErRVACION

1. Si una recta es perpendicular a un
plano, entonces todo plano que
contenga a la recta serd perpen-
dicularal plano dado.

En el grafico mostrado T es perpen-
dicular al plano'a, en el punto “0"y
P es un plano cualquiera que
contiene a L, entonces:

&p LEQ

2. El area de la proyeccidn ortogonal de
una region plana sobre un plano es
jgual al producto del area de dicha
regién son el coseno del dngulo
diedro, determinado por el plano que
contiene alaregién y el plano dado.

S :Areadelaregién proyectada
Sp: Area dela proyeccion

o : Medida del dngulo diedro
determinado porlos planos Hy Q

5
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o llama dngulo triedro a la figura determinada
i1 la reunién de tres regiones angulares no
lanares, consecutivas y de vértice comin. E1
ce comun es el vértice del dngulo triedro, los

"
LEMENTOS:

'.-r jlee : O

: OA,OByOC

: AOB, BOCYAOC

-+ diedro OA, diedro OB y diedro oc

edro O — ABC o simplemente triedro

sdidas delas caras: a,bye
edlidas de los diedros: o, py 0

. Fn todo triedro la suma de sus tres caras es
menor que 360° pero mayor que 0°.

2. En todo triedro una cara es menor que la
suma de las otras dos y mayor que su
diferencia.

3. En todo triedro se cumple que la suma de
sus tres diedros estd comprendida entre
180° y 540°

4. En todo triedro se cumple que a mayor
cara se le opone mayor diedro, y
viceversa.

5. En todo triedro se cumple que a caras
iguales se le oponen diedros iguales, y
viceversa.

Los angulos triedros, segtin las medidas de sus
caras pueden ser:

1. Triedro Escaleno: Si sus tres caras son
diferentes.

2. Triedro Isésceles o isoedro: Si tiene
dos caras congruentes.

3. Triedro Equilatero: Sisus tres caras son
congruentes.

4. Triedro Unirrectangular. Si una cara
mide 90°.

5. Triedro Birrectangular. Si tiene dos
caras que miden 90° y los diedros opuestos
miden 90°.
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6. Triedro Trirrectangular: Si cada cara
mide 90°y cada diedro mide 90°.

1. Siporun punto interior a un triedro
se trazan rayos perpendiculares a
sus tres caras, el triedro determina-
do por dichos rayos es denominado
triedro polar o suplementario
del triedro dado, cumpliéndose
que las caras de uno son
suplementos de los diedros del otro.

2. Dado el triedro Trirrectangular de
Vértice O y un plano secante a sus
aristas en los puntos A, B v C si

OH L AABC, se cumple que:

Se llama superficie poliédrica a la superficie 1o
plana determinada por la reunién de cuatro o
mads regiones poligonales planas no coplanarcy
de modo que cualquier par de regionc
poligonales, llamadas caras, tienen en comiin i
lo mas un lado llamado arista. Un poliedro ¢s [1
reunién de una superficie poliédrica con todon
sus puntos interiores.

Se llaman dngulos diedros del poliedro a los
determinados por las caras que tienen una arisin
comun.

Se llama diagonal de un poliedro al segmento (¢
récta que une dos vértices no situados en i
misma cara.

Por drea de un poliedro se entiende la suma e
las dreas de todas sus caras, y por volumen de un
poliedro la porcion de espacio que ocupa ¢l
mismo.

ELEMENTOS:

Vértice PABG, L,
Aristas : E,Ey@
Caras : AGHB, CDJ, ....
Diedros  : DiedroAB, ...

Diagonales : FB, AL ...

—E
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iendiendo al nimero de caras un poliedro se

Tetraedro,  sitiene 4 caras
Pentaedro,  sitiene 5 caras
Hexaedro, sitiene 6 caras
Octaedro, si tiene 8 caras
Dodecaedro, sitiene 12 caras
Icosaedro,  sitiene 20 caras

| general se dice poliedro de siete, nueve,
,, .. caras. Sin embargo, hay algunos
liedros que toman nombres especiales, como
1a, pirdmide, ete.

Tetraedro

| ln figura se muestra un tetraedro, el poliedro
enor nimero de caras.

TO Serd convexo i una recta secante a
erficie determina en ella s6lo dos puntos
nterseccion. Sila recta secante determina en
erficie poliédrica méds de dos puntos de
15eceion, poliedro serd no convexo.

Poliedro convexo

Poliedro no convexo

ﬁ.

e
En todo poliedro convexo el nimero de caras B
aumentado en el de vértices es igual al niimero s _
de aristas mds 2. 81 “C”, “V" y *A” son los nimeros F £
de caras, de vértices y de aristas respectivamente Q |
de un poliedro convexo, entonces se cumple: 0

1. El niimero de aristas de cualquier poliedro
esigual a la mitad del nimero total de lados
de todas las caras.

Es decir si un poliedro esta limitado por “x”
poligonos de “n” lados, “y” poligonos de “m”
lados y “z” poligonos de “r” lados, entonces,
si “A” es el ndmero de aristas, se cumple:

2. Lasuma“S”delas medidasde los dngulosde
todas las caras de un poliedro convexo, esta
dada porla siguiente expresion:
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! [ Sabemos porel Teorema de Euler:
I C+V=A+2
I V-2=A-C

| Luego:

| 3. Nimerode diagonales del poliedro (ND):

o ¥ __VN-D
4 V2.2 2

4. Numero de aristas (A):
n: # de lados que las caras tienen.

5. Volumen de un poliedro circunscrito a una
esfera.

Esfera
inscrita

Vp : Volumen del poliedro
Sy, : Areatotal del poliedro
r : Radiodelaesferainscrita

Se llama poliedro regular al poliedro conveso
cuyas caras son regiones limitadas por poligono,
regulares congruentes, ademdas en cada vértice
concurren igual nimero de aristas.

Hay solamente cinco poliedros regulares, (e
son: el tetraedro, el hexaedro, el octaedro, ol
dodecaedro y el icosaedro.

i limitado por ocho regiones triangulares
uilidteras unidas de cuatro en cuatro.

Tetraedro regular

Centro de la
cara PBC

Esta limitado por cuatro regiones triangulares
equildteras unidas de tres en tres.

Il

]
I
[l = =]

Esta limitado por seis regiones cuadradas unidus
de tres en tres.

Cc=12
V=20
A =30

Icosaedro regnlar

Esta limitado por veinte regiones triangulares
equildteras unidas de cinco en cinco.

C=20
V=12
A=30

OBSERVACIOON

Desarrollo de la superficie total
de los poliedros regulares

TETRAEDRO

HEXAEDRO
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Uil prisma es un poliedro en donde dos de sus
1ds son regiones limitadas por poligonos 1Cﬂll‘a |

4 _ atera’

‘ongruentes situados en planos paralelos, v las

tlemds caras son regiones paralelogrdmicas, Arista
e lateral

OCTAEDRO Tetraedro inscrito vl

A lis regiones poligonales paralelas se les llama

Witses del prisma, v a las regiones paralelo-
DODECAEDRO

limicas caras laterales. Los lados de las bases 3 i
llamadas aristas bdsicas, mientras que las E
Sea: Vi Volumen cubo y Vy: Volumen Tetraedio secciones de las caras laterales son las o
Vp: Volumen octaedro et Flstas latgrales. Todas las aristas laterales de un Bt
LTI iIsma son paralelas y congruentes. Si: n : Eselntimerodelados dela base =
el cubo 1 C : Numero de caras -3
distancia entre los planos que contienen a lag W = Nomete de virtices Kl
s se llama altura del prisma. A : Nimero de aristas c
o
| OBSERVACIGN S | Entonces: o i

i Un prisma es recto si las aristas
laterales son perpendiculares a las
‘bases, en caso contrario serd oblicuo.

B C Octacdio
M inscrito ¢
/ﬁ\ el cubo
o

‘2. Enun prisma recto las caras laterales
- sonregiones rectangulares.

A

* Dos poliedros tegulares son conjugados
cuando el nimero de caras de uno de ellos es av2

In prisma recto es regular si sus
ases son regiones limitadas por
E poligonos regulares,

igual al niimero de vértices del otro.

%. En todo prisma el niimero de lados
~ de la base es igual al nimero de
caras laterales.

* Todo poliedro puede ser inscrito en su T
conjugado. D

Hexaedin

inscrito ei

*  Se obtienen al unir los centros de las caras de &l Octacdith

un poliedro regular.

8. Un prisma se denomina segiin el
poligono que limita su base, asf los
- prismas serdn triangulares, cuadran-
- gulares, pentagonales, etc, segin Sup. lateral:
que sus bases sean regiones trian-
- gulares, cuadrangulares, penta- Sup. Total:
 gonales, etc.
A

* Solo existen: Tetraedro regular conjugado
consigo mismo, tetraedro conjugado en el
hexaedro, octaedro conjugado en el cubo y el
dodecaedro conjugado en un icosaedro y
tienen las siguientes propiedades:

Volumen:

170
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Prisma Oblicuo

A

n: N°de lados

Se llama seccién recta de un prisma a la
seccion determinada en el prisma por un
plano perpendicular a las aristas
laterales.

Paraun prisma triangular.
S: Areadeuna cara lateral.
d: distancia entre una arista y la cara opuesta.

‘Pasalolepipeds]
Un paralelepipedo es un prisma cuya base es un
region paralelogramica.

Paralelepipedo Oblicuo

Paralelepipedo Rectangular, Ortoedro o
Rectoedro, es un paralelepipedo recto cuyis
bases son regiones rectangulares. En cston
paralelepipedos, las seis caras son regionis

rectangulares.

d : Medida de la diagonal
a, b y ¢ : Dimensiones de rectoedro

IMENY TEORICO DE GEOQOMETRIA DEL ESPACIO
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i una porcion de prisma que estd comprendida

entre una de sus bases y plano que no es paralelo

as bases y secante a todas sus aristas laterales.

Una pirdmide regular es un poliedro en donde
una de sus caras es una regién poligonal
cualquiera y las otras son regiones triangulares
con un vértice comin. La cara que es una regién
poligonal cualquiera se llama base de la
pirdmide, y las otras, se denominan caras
laterales. El vértice comin de las caras laterales

es el vértice de la pirdmide.
En toda pirdmide los lados delabase se  llaman
aristas bdsicas y las intersecciones de  las caras

laterales se denominan aristas laterales.

La distancia entre el vértice y el plano de la base
eslaalturade la pirdmide.

Una pirdmide es triangular, cuadrangular,
pentagonal, etc., segiin que su base sea una region
triangular, cuadrangular, pentagonal, etc.

El volumen de cualquier pirdmide es igual
ala tercera parte del drea de su base porla altura.

181 gy
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Vértice ——,

Arista
lateral

Se llama apotema de una pirdmide regular ul
segmento que une el vértice de la piramide con vl
punto medio de cualquiera de sus aristas basici
Este apotema no es sino la altura de uin

cualquiera de las caras laterales.

v

Apotema
de la
pirdmide

* Una pirdmide es recta, si la altura cae en
el centroide de la base. Caso contrario
serd una pirdmide oblicua.

* Gi las aristas laterales de una pirdmide
son congruentes, entonce la base limita a
un poligono inscriptible, o sea la altura
cae en el circuncentro de la base.

*Si las caras laterales forman el mismo
diedro con la base, entonces la base
limita un poligono circunscriptible, o sea
la altura cae en el incentro de la base.

Una pirdmide es regular si la base es una regién
poligonal regular que tiene como centro el pie de
la perpendicular trazada desde el vértice a la
base.

Siendo la base una regién poligonal regular, su
centro equidista de los vértices del poligono
base, y por consiguiente, las arista laterales de la
pirdmide son todas congruentes. De aqui resulta
que las caras laterales de una pirdmide regular
son regiones limitadas por tridngulos isdsceles
congruentes.

Apotema
de la base

: Area de la superficie laterl
A, : Apotema de la pirdmide
Phase - Semiperimetro de la base
SB' : Area de la base

En toda piramide cuadrangular regular, al (i
un plano secante no paralelo a la base se cumple

HEN TEORICO DE GEOMETRIA DEL ESPACIO
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‘una piramide se traza un plano paralelo ala
y secante a la superficie lateral, entonces la
nide parcial determinada serd semejante a
dmide original, cumpliéndose que todos sus
entos homologos son proporcionales; se
ple también que la relacion de sus dreas es
a la relaciéon de los cuadrados de sus
entos homologos, y la relacion de sus
menes es igual a la relacion de los cubos de
4 elementos homologos.

Si en una pirdmide se traza un plano paralelo a
su base y secante a la superficie lateral, entonces
el sélido comprendido entre la base y el plano
paralelo trazado se denomina tronco de
pirdmide.

\ ,~=— Pirdmide

s deficiente
4

.

L]
+
1
+

Es el tronco de piramide cuyas bases son
regiones poligonales regulares semejantes y sus
caras laterales son regiones trapeciales isosceles.
Las alturas de estos trapecios se llaman
apotemas del tronco.

Apotema
del tronco
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Silos semiperfmetros de las bases son P, y Py:

1. Para toda pirdmide triangular al trazar un
plano secante se cumple:

2. En el tetraedro ABCD si b, hy, b,y b son
alturas y r: radio de la esfera inscrita:

A

3 En un tetraedro regular de arista a:
r : radio delaesferainscrita
R : radiodelaesferacircunscrita
R, : radio delaesfera exinscrita
h

: altura

»

4. Enunoctaedro regular de arista “a
r : radio delaesferainscrita
R : radiodelaesfera circunscrita
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¢l solido generado por la rotacién de una
n rectangular alrededor de uno de sus

wlos,

:_." | region rectangular ABCD rota alrededor de

| lado AB, entonces genera el cilindro

presentado enla figura.

.I do AB del rectangulo generador es el eje del
niro, el lado opuesto CD es la generatriz (al
i determina la superficie lateral del cilindro)
lados BC y AD, que generan en su
miento las bases del cilindro (circulos
uentes), son los radios de las bases del

a altura de un cilindro ala distancia entre
s, En el cilindro de revolucion la altura es

Bl ossERvACIEON

La seccion axial de un cilindro de
revolucién, es una seccion que se
obtiene en el cilindro por un plano que
contiene al eje, en la figura es la regién
rectangular PQCD.

Un cilindro es equildtero si su seccién
axial esta limitado por un cuadrado, o
seag=2r

Se considera que el cilindro circular
recto es el limite al cual tienden los
prismas regulares cuando el niimero de
lados de la base aumenta indefinida-
mente. Es por esta razon que las
férmulas utilizadas para calcular éreas y
volumen en el ¢ilindro tienen similitud
con las férmulas utilizadas en el prisma.

El desarrollo de la superficie lateral de un
cilindro de revolucién es una region rectangular
de modo que uno de sus lados es congruente
con la altura del cilindro y el otro tiene una
longitud igual a la longitud de la circunferencia
de la base.
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cilindro circular recto mediante dos planos
I paralelos (no paralelos a las bases) y secante a
todas las generatrices. En un cilindro oblicuo las
bases son regiones elipticas, las generatrices no
son perpendiculares a las bases.

“u Es el sélido determinado al intersecar a un

Seccidn
recta

En la base el semieje menor (r) es igual al radio
de lasecciénrecta.

Férmula aproximada para calcular la longitud de
laelipse “Le”

Storar = Star * 2Spase

|
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Se llama tronco de cilindro recto u oblicuo a cadi
una de las partes en que queda dividido un
cilindro cualquiera cuando se traza un plan
secante a todas las generatrices del cilindro y 11
paralelo a las bases.

En la figura 00, es el eje del tronco de cilindi,
ademas:

Desarrollo de la superficie lateral de un tion
de cilindro recto.
B

Al
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OBSERVACION

Se llama “cufia cilindrica recta” si g; =0

Base (elipse)

Seccidn
recta

| s6lido generado por Ia rotacién de un
0 rectangulo alrededor de uno de sus

gulo rectangulo VOA rota alrededor del
0 VO, entonces genera el cono representado
ira.

VO del trigngulo generador es el eje
1 otro cateto OA, es el radio de labasey
usa AV es la generatriz del cono.

M| oBsERVACION

La seccién axial de un cono de

revolucidn, es una seccién que se
obtiene en el cono por un plano que
contiene al eje, en la figura es la regién
triangular BVA,

Un cono es equildtero si su seccidn

axial esta limitado por un tridngulo

equildtero, o sea: g = 2r.

_El desarrollo de la superficie lateral de un cono

de revolucién, es un sector circular cuyo radio es
la generatriz del cono, ademds el arco del sector
tiene una longitud igual a la longitud de la
circunferencia de la base del cono.
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Se puede observar que la superficie lateral
del cono v el sector circular tiene igual drea,

luego:

= mg=ng

generatrices del tronco.

OBSERVACIGN

Siel desarrollo de la superficie lateral de
un cono circular recto es un semicirculo,
entonces el didgmetro de la base del cono
es congruente con la generatriz. En este

caso se dice que el cono es equildtero.

odo cono al trazar una seccién transversal ‘semejantes que giran alrededor de dos lados

) p'a;rﬁlelo a la base); determina un cono homé]ogos, dichos conos son semejantes. |
Sy, conoy = SgEcTOR (BVA) Es un trapecio circular, cuyos arcos correspol

o dientes tienen longitudes iguales a lue
360 circunferencias que limitan sus bases ol
tronco y cuyos lados laterales miden igual i

It lus longitudes de sus lineas homélogas.

0: medida del dngulo de desarrollo

Se llama tronco de cono a la parte del cono
comprendido entre la base y una secci6n

paralela alabase.

ogr
s

Si el cono de revolucidn se inseribe una esfera se
cumple:

Si dos conos son generados por tridngulos

e es semejante al total; en el cual se También si se interseca a un cono por un plano
paralelo a la base se obtiene un cono pequefio I
semejante al total, debiéndose cumplir, !
A) Las dreas de sus bases son entre si como el

cuadrado de las longitudes de sus elementos

s longitudes de todas sus lineas
n6logos son proporcionales.

‘reas de sus bases; de sus superficies
erales v de sus areas totales son

aporcionales @ los cuadrados de las hom6logos.
gitudes de suslineas homdlogas. B) Los vohimenes son entre si como el cubo de
timenes son proporcionales a los cubos sus elementos homélogos.

B

lidos de revolucién (cilindro, esfera y
ue tienen el mismo radio (R) y la misma
sus volimenes son proporcionales a
ectivamente.
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Se llama superficie esférica la engendrada por la
rotacién de una semicircunferencia alrededor de
sudiametro.

En este movimiento todo punto de la
semicircunferencia describe una circunferencia,
cuyo centro estd en el eje de rotacion y cuyo
plano que la contiene, le es perpendicular.

Como cualquier punto B de la superficie esférica
pertenece a la semicircunferencia que la
engendra, y el centro de ésta no se mueve en el
giro, concluimos que: todos los puntos de la

superficie equidistan de un punto fijo, llamado
centro.

superficie esférica y su centro se le llama radio.

circulo.

centro un circulo maximo.

A la distancia fija entre cualquier punto de la

Toda seccién plana de una esfera es un

Si el plano secante no pasa por el centro se
obtendrd un circulo menor y si pasa por el

2) Elsegmento que une el centro de unaesicii
y el de un circulo menor de la esfera,
perpendicular al plano del eirculo.

3) Planos equidistantes del centro de uni
esfera la cortan en circulos congruentes.

Si OM =0ON
= [=n

4) Todo plano tangente a una esfera
perpendicular al radio que pasa por
punto de contacto.
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i:ea de una superficie esférica es igual al
sidruplo del drea de un circulo méaximo.

| yolumen de una esfera es igual a un tercio del
i de la superficie esférica multiplicada por el

116,

a huso esférico a la superficie generada por
icircunferencia al girar un cierto angulo
‘que 360) alrededor de su diametro.

o engendrado por un semicirculo que
ierto angulo (menor que 360) alrededor
netro.

Es la superficie generada por un arco de
circunferencia que gira alrededor de un
diametro exterior.

Si uno de los extremos del arco generador
coincide con uno de los extremos del didmetro,
entonces la superficie generada se llamara zona
esférica de una base o casquete esférico. Si
ninguno de los extremos del arco generador

coincide con los extremos del didmetro entonces
la superficie generada se llamard zona esférica
de dos bases.

Es la porcion de esfera comprendida entre una
zona esférica y sus base. La distancia entre las
bases se llama altura del segmento esférico.

=
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Zona
esférica

Se llama sector esférico al sdlido engendrado por
la revolucién de un sector circular alrededor de
un didmetro exterior.

i

Se llama anillo esférico al sélido engendrado poi
un segmento circular al girar alrededor de i
didmetro exterior.

A

Se denomina sélido de revolucidn a tod
aquel que se genera por la rotacién de uni
regién plana alrededor de un eje coplanar con
dicha regién y de preferencia no secante o i
misma. L al hacer girar a esta linea alrededor e
la recta L se obtiene una supetficie cuya dren i
calcula conociendo la longitud “/” y la distancin

x; delcentroide delalineaalarectalL.

192
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: Longitud de la linea que gira
: Centroide de la linea que gira

: Distancia del centroide C hacia L

s o -

CAgg Area de la superficie generada

E DE REVOLUCION

Si en un plano se tiene una recta L, ¥ enuno
los semiplanos que determina se tiene, la
on R de drea “A’, al hacer girar esta regién
tledor de la recta L se obtiene un sélido cuyo
limen se calcula conociendo el drea A y la
tanciax, del centroide delaregiénalarectaL.

L

A : Area de la regién que gira
: Centroide de la regién que gira
: Distancia del centroide C hacia 1.

.' « ¢ Volumen del solido generado

Un conjunto “C” es convexo, si para todo par de
puntos A y B del conjunto “C", el segmento de
extremos A y B (AB) estd contenido en el
conjunto C.

Cc

e

Sea el conjunto “C”, tales que:
WA; B que & C, el AB estd incluido en “C”,
entonces: “C" es un conjunto convexo.

EJEMPLOS:

SON Conjunios Convexos:
* Laregion triangular.

* Eleirculo.

* Una esfera, etc.

Esfera

Un conjunto de puntos “C”, es un conjunto no
convexo, cuando existen dos puntos A y B del
conjunto C, tal que el segmento de extremos A y
B (AB), no todos sus puntos pertenecen al
conjunto “C".
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Dado el conjunto “C”, tales que:
AyB e Cyel AB ¢ “C”, entonces “C” no es un
CONJUNTo CONVEXO.

EJEMPLOS:

Son conjuntos 0o convexos:
* Eltridngulo.

* Lacircunferencia.

* Lasuperficie esférica, etc.

El tridngulo La circunferencia

La superficie
\ r esférica

* El conjunto formado por un tnico punto
(PUNTQ), es un conjunto convexo.

* El conjunto formado por el vacio (VACI0), es
Un Conjunto convexo.

La interseccion de dos conjuntos convexos ¢s (il
CONjunto CONvexo.

EJEMPLOS:

* La interseccién de dos rectas secantes, es (11
CONJUNto CONVexo.
Claro pues, es un punto.

L,

LymL, = {A}
Entonces el punto "A' i
UN CONJUnto convexo

# La interseccidn de dos rectas paralelas, o5 i
* comjunto convexo.
Claro pues, es el vacio.

L1 —
= # = Si: Ly //1y
- i e LN, =0

* Ta interseccién de una region triangular y i
cireulo, es un conjunto convexo,
Claro pues, los dos son conjuntos convexos

T es un conjunto convexo.

C esun conjunto convexo.

Ademas: T C = {M}.

Entonces M es un conjunto convexo.
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quel que utiliza Ia proyeccién perpendicu-

gtin el principio de distancia entre un

)y un plano) del punto hacia los planos de

ieccion. Este sistema permite que podamos

las tres coordenadas x, y; 2.

. planos de proyeccién son ortogonales,

iculares entre si, y se unen los

cales con el horizontal mediante una linea
nin denominada Linea de Tierra (LT).

2] campo del dibujo técnico existen dos

- que normalizan las disposiciones de

ortogonales: el Europeo (1S0) y el
icano (ASA).

istema Europeo (ISO); el objeto se
itra entre el observador y el plano de

iE

| Sistema Americano (ASA); el plano de
6n se encuentra entre el observador y

En el Perti se representa en el sistema ISO. Las

vistas se representan en un angulo de 90°,

B: Planta

F: Posterior
C: Lateral
Derecha

A: Frontal

D: Lateral
Tzquierda
E: Inferior

* Vista A: Frontal o alzado.

Vista B: Vista superior o planta.

* Vista C: Vista derecha o lateral derecha.

* Vista D: Vista izquierda o lateral izquierda.
* Vista E: Vista inferior.
Vista F: Vista posterior,
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Generalmente son las tres vistas principales en
el sistema de proyeccién ortogonal: Frontal; la
que tenga el mayor nimero de detalles, la vista
Superior y las vistas Laterales (que son las de
menor detalle), los contornos y aristas ocultas
se representan con lineas discontinuas.

Vista Superior
(Vs)

Vista Frontal (VLD)
(VF)

Cualquier volumen estd formado por varii
superficies llamadas CARAS que se intersccil
entre si; estas intersecciones entre las car
serdn lineas rectas o lineas curvas, de acuerdn
al tipo de superficies que se intersequen. sty
intersecciones las llamaremos ARISTAS. Al
punto donde concurren tres o mas aristas [0
llamaremos VERTICE, originado también
la intersecci6n de tres o mas caras.

ARISTAS

A
-
F
]
9 K
VERTICES

Ancho es la distancia horizontal derechi o
izquierda entre dos puntos medida sobre I
perpendicular a dos planos laterales que s

contienen.

Altura es la diferencia de elevacion entre dis
puntos medidos perpendicularmente ciiie
dos planos horizontales que los conticne, ol
movimiento perpendicular es descrito comi

arriba o abajo.
Profundidad es la distancia horizontal enfiv
dos puntos medidos sobre la perpendiculir &
dos planos frontales que los contiene.




